§ 3.4. » Alti indicatori de localizare

In afara de indicatori de tendinta centrala, care au sens doar pentru distributiile
unimodale, putem vorbi de indicatori de localizare a tendintelor extreme sau intermediare,
valabili pentru orice distributii. De pilda, valorile minima si maxima dintr-un sir (notate 1n
mod curent, X, respectiv x,,,) sunt exemple de indicatori de localizare a extremelor, cu sens
pentru orice distributie.

In continuare, generalizand modelul "geometric" al medianei, vom introduce o gama
foarte utilizata de indicatori de localizare (cuartilele, decilele, si centilele) si o generalizare a
acestora (cuantilele de ordinul m). In finalul paragrafului se prezinta generalizarea
conceptelor de cuantila inferioara, respectiv superioard de ordinul m, $i anume Q-cuantila
inferioard, respectiv superioard. Ultimele doud notiuni vor fi extrem de importante in special
pentru statistica inductiva.

3.4.1. Cuartile
1° Notatii: Q;, 0, respectiv Q.
2° Definitii

e In cazul unei curbe de frecvente (distributie continud a unei variabile continue),
cuartilele = cele 3 puncte care impart aria de sub curba de frecvente in 4 arii egale
(fiecare arie reprezentand 25% din intreaga arie de sub curbad).

Y Observatie: Cuartila a doua, (b, este

chiar mediana, Me, si este, deci, un
indicator de tendinta centrald, in timp ce
cuartilele 1ntiia si a treia, ), respectiv
(s, sunt indicatori de localizare a unor
tendinte intermediare.
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o 1In cazul seriilor statistice, cuartile = trei valori care impart seria statistici ordonati
crescator in patru subserii de volume egale (volumele fiind masurate in numar de unitati
statistice si, eventual, patrimi ale acestora).

Qi se numeste cuartila inferioara si lasa la stinga sa, in seria statistica ordonata

crescator, 25% din termeni §i, eventual, patrimi ale acestora.

(O, este mediana seriei.

(s se numeste cuartila superioara si lasa la stdnga sa, 1n seria statistica ordonata

crescator, 75% din termeni si, eventual, patrimi ale acestora.

In acest caz, definitia poate conduce la valori unice doar cu conventii suplimentare,

intocmai ca la definitia medianei in acelasi context. Conventiile necesare pentru stabilirea
unor valori unice vor rezulta din exemplul urmator.

Exemplul 3.4.1.

Fie urmatoarea serie de 6 concentratii de oxigen masurate in mg/l, in apa din Delta
Dunarii si ordonate crescator:

32 59 6,6 81 93 98.
Numerele ordonate sunt ca niste margele Insirate, la diverse distante, pe o ata. Stringem
margelele unele langa altele “desfiintand” distantele. Astfel numerele devin ranguri. Taiem apoi acest
sirag in patru parti egale - de cate o margea si jumadtate, Tn acest caz - ca in mijlocul figurii urmatoare.



Seria statistici ordomnati ascendent:

(Valori:)

Q4

Cuartila inferioara, @, va “tdia” mijlocul “margelei” a 2-a, adica va fi 5,9. Mediana va
cadea intre cea de-a 3-a si cea de-a patra “margea”. Va fi semisuma acestora: Me =(6,6 +8,1)/2 =
7,35. Cuartila superioard (s, va “tdia” mijlocul margelei a 5-a. Va fi, deci, 9,3.

in practica, calculul cuartilei Q, pentru /=1, 2, 3, se face astfel, conform conventiilor

introduse mai sus:

¢ Ordonam ascendent seria de volum V.

e Calculdm rangul cuartilei respective rg(Q) = N- (I/ 4).

e  Daca rg(Q) este numar fractionar, il rotunjim prin adaos si Q,este termenul cu rangul
rotunyjit. In caz contrar, Qi este semisuma dintre termenul cu rangul 7g(Q)) si
urmatorul termen.

In cazul exemplului anterior, seria ordonati ascendent fiind:

X1 X2 X3 X4 X5 Xo

32 59 66 81 93 98
2 ) .
2(Q) =6 (1/4) =17, rotunjit prin adaus = 2 = ) = xz din seria ordonatd ascendent = 5,9.

66+38.1

+
Re(Q)=6-(2/4)=3= Q= Me= % (s, s din seria ordonata ascendent) = =735,

Rg(@G)=6-(3/4)= 4%, rotunjit prin adaus = 5 = (s = x5 din seria ordonata ascendent = 9,3.

Exemplul 3.4.1°.
Fie seria de volum 4 ordonata ascendent: 1; 2; 8; 8. Cuartilele vor fi numerele marcate cu bold
sub seria ordonata:
1 2 8 8
1,5 5 8

Exemplul 3.4.1°°.
Sa se calculeze cuartilele pentru seria 8; 7; 3; 1; 2.
Rezolvare:
Ordonam ascendent seria si marcam cu bold cuartilele:
1 2 3 7 8
2 3 7

3.4.2. Decile si centile

in mod analog, se introduc notiunile de decile (D,, D, ..., Dy) si de (pencentile (G, G, ...,
Cy), respectiv de decild inferioard (D)), decila superioard (Dy), centild inferioara (Q3) si centild superioard
(Gy).
Definitiile decilelor, respectiv, ale centilelor se pot obtine Tnlocuind in definitia cuartilelor

cuvantul “trei” cu “noud”, respectiv cu “noudzeci si noud” si cuvantul “patrimi” cu “zecimi”, respectiv
cu “sutimi”. Algoritmul de calcul al acestora se poate obtine, de asemenea, Tnlocuind in algoritmul de



calcul al cuartilelor, expresia “N-(/ /4)” cu “N-({/ / 10)”, respectiv cu “N- (/ / 100)”. Cele mai
utilizate centile sunt C; si Gos.

1° Metoda de calcul rapid

Pentru calculul rapid al centilelor propunem utilizarea urmatoarei metode. Aceasta
presupune trei pasi.

Pasul [. Pornim de la distributia de frecvente relative procentuale — a se vedea primele
doud coloane din tabela urmitoare. In coloana 1 (notati Col. 1) sunt trecute, ordonat
ascendent, valorile distincte al seriei, iar in coloana 2 (Col. 2) frecventele relative procentuale
ale valorilor din prima coloand - denumite pe scurt “procente”.

Pasul 2. Construim coloana 3, care cuprinde frecventele relative procentuale cumulate —
pe scurt, “procentele cumulate”. Modul de calcul al acestora este descris de sdgetile din
tabela:

e primul element se transcrie din coloana de procente,
e oricare din urmatoarele elemente este suma dintre:
- elementul din aceeasi linie din coloana de procente si
- elementul precedent din propria coloana (de procente cumulate).

Exemplul 3.4.2.

S-a masurat greutatea, in kilograme, pentru 103 bdieti de 17 ani (date Dr. Cristiana Glavce).
Calculandu-se procentele valorilor distincte si procentele cumulate, s-a obtinut tabela urmétoare, in
care numerele din coloanele 2 si 3 sunt procente.

Col.1 Col.2 Col.3| Col.1 Col.2 Col.3| Col.1 Col.2 Col. 3
%o % %o % %o %

44 1,0 —» 1 7,0 57 2,8 32,8 66 2,9 78,6
46 1.9 M 29 58 1,0 338 67 1.9 80,5
47 1.9 4.8 59 4,9 38,7 68 1,0 815
49 2,8 7.6 60 6,8 455 69 6,8 88,3
51 1,0 86 61 7,8 533 70 2,9 91,2
52 1.9 10,5 62 5.8 59,1 71 39 95,1
53 1,0 11,5 63 1,0 60,1 72 1,0 96,1
54 6,8 18,3 63,5 1,0 61,1 75 1.9 98,0
55 39 222 64 7.8 68,9 77 1,0 99,0
56 7.8 30,0 65 6.8 75,7 80 1,0 100,0

Pasul 3. Determindm centila doritd. Pentru aceasta cautam in coloana 3 - de procente
cumulate - cel mai apropiat procent mai mare sau egal cu indicele centilei respective. Daca
procentul cumulat, astfel determinat, este mai mare strict decat indicele centilei, valoarea din
coloana 1 de pe aceeasi linie va fi centila cautatd. In caz de egalitate, centila va fi semisuma
dintre valoarea din coloana 1 de pe aceeasi linie i valoarea de pe linia urmatoare.

Exemplul 3.4.2°.

Pentru centila C; gasim procentul cumulat 4,8 care este pe linia valorii 47. Deoarece 4,9 > 3
rezultd G =47.

in mod analog, pentru centila Gy, gasim procentul cumulat 30, care este pe linia valorii 56.
Procentul cumulat fiind egal cu indicele centilei, rezultd Gy = (56+57)/2 = 56,5.
v" Metoda poate fi utilizata si pentru calculul decilelor, cuartilelor si al medianei:

Exemplul 3.4.2”°,
Decilele se calculeaza tinand cont cd D, = Ciy, D, = Gy, etc. Analog, cuartilele:

O = G5 = 56, deoarece 30,1 - procentul cumulat superior cel mai apropiat de 25 - se afla pe
linia lui 56. Analog, @ = Me= G5y =61, iar (5= G5 =65.



v"In practicd vom calcula centile doar pentru serii de volum mare (2 > 200), caci o regula
de bun simt ne cere sa “Impartim” in o sutd de parti doar serii cu numar mult mai mare de
unitdti. Exemplul 3.4.2. cu volum 103 are doar rol didactic.

2° Scari de clasificare bazate pe centile
Cu  ajutorul  unor AT =)
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Deci o scard de clasificare cu 5 trepte, bazata pe centile este urmatoarea:
Interval de variatie a dimensiunii x: | Diagnostic (clasd) dimensiune:
G < x < (, | foarte mica
Co<x < Cs | mica
GCs < x < G5 | medie
Cs<x < Gy | mare
Gy < x < Gy | foarte mare
Valorile mai mici decit G sau mai mari decit Cy; sunt excluse din serie.

Exemplul 3.4.2°°°,

Calculand pentru distributia din exemplul 3.4.2. - dupa modelul anterior - centilele necesare
acestei scari de clasificare, obtinem G =47, Cio =52, Gs =56, G5 =65, Gy =70 51 Gy =75.
Intervalele si denumirile vor fi:

47 < x< 52 | foarte mic ca greutate

52 < x< 56 | mic ca greutate

56 < x< 65 | mediu ca greutate

65 < x< 70 | are ca greutate

70 < x< 75 | foarte mare ca greutate

v" Recomandam utilizarea scarilor bazate pe centile in cazul distributiilor asimetrice.

Acestea au aceeasi logica de constructie ca si mediana Me - care este centila Csg - i care
exprimd mai bine tendinta centrali pentru distributiile unimodale asimetrice. In cazul

distributiilor simetrice recomanddm scarile sigmatice — vezi punctul 1° din 3.7.5.

Valorile mai mici decat
47 kg si cele mai mari

sau egale cu 75 kg sunt
excluse din clasificare.

3.4.3. Generalizare - cuantilele de ordinul m

e In cazul unei curbe de frecvente (distributie continud a unei variabile continue),

cuantilele sau fractilele de ordinul m = cele m - 1 valori care Tmpart aria de sub curba
de frecvente in m arii egale. Evident m=2, 3, ... .,z

e In cazul seriilor statistice, cuantile sau fractile de ordinul m = (m - 1) valori care separa

seria statisticd ordonata crescator in m subserii de volume egale, volumele fiind masurate
in numar de unitati statistice si eventual fractiuni ale acestora. Evident m=2, 3, ... ,z
Pentru simplificarea enuntului urmator vom nota fractilele prin F";, F"5, ..., F'y ..., F'p 1.



ANERNEANEIN

in practica, calculul celei de-a /a cuantile de ordinul m, pentru /=1,2,3, ..., m—1 se

face astfel:

¢ Ordonam ascendent seria de volum A,

e  Calculam rangul cuantilei respective rg(F") = N-(1/ m).

e Daca rg(F") este numar fractionar, il rotunjim prin adaos si cea de-a /a cuantila de
ordinul 72 este termenul cu rangul rotunjit. In caz contrar, este semisuma dintre
termenul cu rangul rg(F") si urmatorul termen.

Se observa ca:

mediana este cuantila de ordinul 2,

cuartilele sunt cuantilele de ordinul 4,

decilele sunt cuantilele de ordinul 10,

centilele sunt cuantilele de ordinul 100.

Urmatoarele definitii generalizeaza notiunile de cuartild superioard si cuartild

inferioara.

v

v

Cuantila superioara de ordinul m = cea mai mare cuantild de ordinul m.
Cuantila inferioara de ordinul m = cea mai mica cuantila de ordinul m.

Cuantila superioard de ordinul mlasa la dreaptasa 1/ m

 din aria distributiei (in cazul distributiilor continue), respectiv

e din termenii seriei i eventual fractiuni ale acestora (in cazul seriilor statistice).
Cuantila inferioara de ordinul mlasa la stingasa 1 / m

e din aria distributiei (In cazul distributiilor continue), respectiv

e din termenii seriei i eventual fractiuni ale acestora (in cazul seriilor statistice).

Pentru distributiile continue (teoretice) este utild generalizarea notiunilor de cuantila

superioard, respectiv inferioard, de ordinul m. Este vorba de a lucra cu orice proportii & din
arii (cu 0 < < 1), nu numai cu valori particulare de forma 1 / m.

3.4.4. a~cuantile unilaterale si bilaterale

10

ocuantile unilaterale

Fie o curba de frecvente (distributie continud a unei variabile continue),

a~cuantila unilaterala superioara = punctul care lasa la DREAPTA sa proportia &
(respectiv procentul @-100 %) din aria distributiei. Se noteaza x 4.

Pentru distributiile teoretice cu care se lucreaza in teoria probabilitétilor si Tn statistica

inductiva, a-cuantilele unilaterale superioare importante 1n aplicatii sunt tabelate. Tabelele
contin fie a-cuantilein functie de ¢, fie invers. Modul de consultare a acestor tabele va fi
prezentat si exersat in paragraful dedicat distributiei normale (3.7.) si In cadrul capitolelor de
statisticd inductiva.

Definitia a~cuantilelor unilaterale inferioare se obtine inlocuind in definitia anterioara

cuvantul DREAPTA cu STANGA. Se noteaza x1., deoarece lasa la dreapta aria 1 - .



v" Se observa cd xy . 4 = - X pentru orice o
daca si numai daca distributia este
simetrica fatd de axa x = 0 (simetrie
denumita, pe scurt, “fata de zero”) ca in
cazul distributiei normale standard si al
distributiilor Student (care vor fi
prezentate in cadrul statisticii inductive.). La @

In caz contrar (adica in cazul
distributiilor asimetrice sau simetrice dar
nu fatd de zero), egalitatea de mai sus nu
mai este valabila. Acesta este, de
exemplu, cazul distributiilor y ? (care vor
fi prezentate, de asemenea, 1n cadrul n 5 "
statisticii inductive). e *

v In general, prin a-cuantild (inferioard sau superioard) vom intelege o-cuantild unilaterald
(inferioard sau superioara).

2° a-cuantile bilaterale

In cazul a-cuantilelor unilaterale, aria o a fost plasata intr-o singura parte a
distributiei. In cadrul paragrafului 10.2. dedicat testelor binare precum si in cadrul statisticii
inductive se va vedea utilitatea plasdrii unui ¢ (dat) In ambele capete ale distributiei prin
divizare in doua arii egale (cu a / 2). In acest caz, vom vorbi de a-cuantile bilaterale.

e a~cuantila bilaterala superioara = punctul care lasd la DREAPTA sa
proportia ¢/ 2 (respectiv procentul /2 -100 %) din aria distributiei.
Se noteaza x .

e o-cuantila bilaterala inferioara = punctul care lasd la STANGA sa
proportia &/ 2 (respectiv procentul /2 -100 %) din aria distributiei.
Se noteaza x 1. 4 ».

=0,05
0,05 -cuantilele bilaterale pentru
distributia normala standard sunt figurate 1n
desenul alaturat.
X 0 X
1-ou/2 o/2

o-cuantila bilaterald superioard este a/ 2-cuantila unilaterald superioara,

o-cuantila bilaterala inferioard este o/ 2-cuantila unilaterald inferioara.

Cele doua a-cuantile bilaterale sunt egale si de semne contrare < distributia este
simetricd fata de origine (conform ultimei proprietati de la a-cuantile unilaterale si tinand
cont de observatiile anterioare).
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